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要 約

表計算ソフト，Microsoft Excel の多様な関数を利用した科学計算は，数多く紹介されている。今
回は，エクセルによる実験データの解析が可能であるか検討した。核四極共鳴のゼーマン効果の解析
では Fortran96for Windows を用いた計算と同等の結果が得られた。ゼーマン効果の実験には，か
なりの大きさの単結晶が必要であるが，単結晶が手に入らない場合，結晶構造をもとに電場勾配の主
軸系が決定できないか検討した。分子軌道法の結果を利用して，電場勾配主軸を決定した結果は，結
晶構造との比較から妥当な結果が得られた。

§Ⅰ ゼーマン効果の解析

1．核四極相互作用のハミルトニアン
原子核は周囲の電荷によって生じる電気ポテン

シャルとの相互作用によってエネルギーを生じ
る。この核四極相互作用のハミルトニアン HQ

は，
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ここで，eQ は核四極モーメント，Vii は電場勾配
テンソルの主軸方向の成分，�
は核スピン演算子
の電場勾配テンソルの主軸方向成分である。電場

勾配が軸対称でない場合には，次の非対称定数 η
を用いる。
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ただし，�		� ������ ������ �である。また，ラプ
ラスの関係式から���������		��であるから，
これと⑵式から，

�������� ��		��， ��������� ��		�� ⑶

となる。⑶式を⑴式に代入すると，
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表1 I＝3/2の行列要素
m 3／2 －1／2 1／2 －3／2

3／2 3A �3Aη 0 0
－1／2 �3Aη －3A 0 0
1／2 0 0 －3A �3Aη
－3／2 0 0 �3Aη 3A

ここで，eq＝Vzz である。さらに，つぎの上昇演
算子と下降演算子を用いて，
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⑷式は
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と変形され，エネルギー計算に必要な行列要素は
次のようになる。
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ここで，��������	�	��� �である。
核スピン�����の場合，行列要素は表1のよう
になる。

この行列からエネルギー固有値をもとめると，
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となり，これより共鳴周波数は
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となり，共鳴線が1本観測されることになる。

2．ゼーマン効果
核スピン�����の場合，核結合定数������

と非対称定数 η を独立に決定するためには，外
部から静磁場をかけてエネルギー準位の縮退をと
いて，共鳴線を観察するゼーマン効果を用いる。
単結晶を用いた測定について以下に述べる。

一般に磁場の作用によるハミルトニアン HM は
次のようにあらわされる。
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ここで，���������，磁場 H の方向は電場勾
配主軸系における極座標（θ，�）であらわす。
⑽式を上昇演算子と下降演算子を使って書き直す
と，
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となる。磁場の相互作用による行列要素は
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となり，I＝3／2の場合，表2のようになる。
磁場の影響が小さい場合，	�������� �	��� �

の行列要素は表3のようになる。ただし，縮退し
た準位間の混合は無視できるものとする。即ち，
	���
または	����
と	���
または	����
との混合を無
視できるものとする。表3の二次方程式の解はつ
ぎのようになる。

表2 磁場の相互作用による行列要素
m 3／2 －1／2 1／2 －3／2

3／2 ��
��� 0 �����	����� 0

－1／2 0 ��
��� ����	���� �����	�����

1／2 �����	���� ����	����� �
��� 0

－3／2 0 �����	���� 0 ���
���
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エネルギー準位は分裂しており，
�����↔������，�����↔�����，������↔������，������
↔�����の遷移による，4本の共鳴線がえられるこ
とになる。�����↔�����と������↔������との遷移に
よる共鳴線の周波数が一致する状態を零分離の状
態という。これは縮退した順位間の分裂が等しい
状態である。即ち，
�
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だから，整理して
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が零分離の条件になる。変形して，
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��	��
を⒃式に代入して，直交座標に変換する。
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⒆式が，電場勾配主軸系での零分離曲線となる。
次に，実験で得られた零分離曲線（実験室系）を

主軸系に変換する。
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ここで，Hは変換行列とする。また，λ，μ，ν は
方向余弦（線形独立）である。
X＝λ1x＋μ1y＋ν1z
Y＝λ2x＋μ2y＋ν2z を⒆式に代入すると，
Z＝λ3x＋μ3y＋ν3z
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となり，実験室系での零分離曲線が得られる。係
数行列を GAとすると，trGA＝0であるから，
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また，⒆式から主軸系での z2の係数は2だから，
f＝2とすると，e＝－2－a である。
零分離曲線は

������� ���	���������
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と変形できる。

3．ゼーマン効果の測定
単結晶をゼーマン効果測定用のゴニオメーター

に固定する。結晶を取り付けた軸の回転角度を Φ

（測定範囲0～360°）とする。結晶を取り付けた
軸と垂直な方向の磁場（約0．012T）を与えるヘ
ルムホルツ型電磁石の回転角度を Θ（測定範囲0
～90°）とする。零分離状態となる（Θ，Φ）を測

表3 磁場の相互作用を含めた核四極相互作用の行列要素
m 3／2 －3／2 －1／2 1／2
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定する。電場勾配の性質上，測定点（Θ，Φ）と
（90－Θ，180＋Φ）は等価であるが，実験では誤
差が生じる。

4．解析法
①最小二乗法で係数，21式の係数，a，b，c，d
を決定する。
・ゼーマン効果の n 個の測定点（Θ，Φ）：

PHI(I), THETA(I) I＝1，…，n
・極座標系から直交座標系に変換したときの

xi，yi，zi の値を計算する。
RR（1，I）= xi，RR（2，I）= yi，RR（3，I）= zi

AMN（I，1）= xi
2－yi

2 i＝1，…，n
AMN（I，2）=2xiyi

AMN（I，3）=2yizi

AMN（I，4）=2xizi

AMN（I，5）=2（yi
2－zi

2）
とすると観測方程式は，
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これを行列で A・X = Mと表し，AT を Aの転置
行列とすると，

AT・A・X = AT・M
の正規方程式を得る。これから（AT・A）－1を
AT・Aの逆行列とすると，

X =（AT・A）－1・AT・M
から，最小二乗法によって係数 a，b，c，d が得
られる。
②係数行列を対角化し，固有値・固有ベクトルを

もとめる。
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の行列を対角化する。

非対角要素が1．0×10－10以下であることを確認す
る。得られた固有値は⒆式の係数 η－1，－η－1，
2になっているので，絶対値の小さい順，Emin，
Emid，Emax に固有値を並べ替える。
��
���������
����

で非対称定数 η が求められる。
Emin，Emid，Emax の固有値ベクトルは，変換行列
Hの（λ1，λ2，λ3）（μ1，μ2，μ3）（ν1，ν2，ν3）に相
当する。変換後の座標を使って，主軸系における
測定点の（Θ*，Φ*）を計算する。非対称定数 η
と Φ*を⒃式に代入して計算した Θcal と Θ*の差か
ら，標準偏差を計算する。

3．エクセルの使用［1］
Sheet 1
測定データ（Θ，Φ）単位（°）
データ数 n I, i＝1… n

①データ処理
エクセルでは ラ ヂ ア ン 単 位 な の で，PAI＝
3．14159265／180を使って換算する。
・次の計算をする。

TH（I）= Θi

PH（I）= Φi

YH（I）= sin（Θi）
RR（1，I）= sin（Θi）× cos（Φi）= xi

RR（2，I）= sin（Θi）× sin（Φi）= yi

AMN（I，1）＝xi
2－yi

2

AMN（I，2）＝2xiyi

図1a 測定点を処理したエクセルのシート
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AMN（I，3）＝2yizi

AMN（I，4）＝2xizi

AMN（I，5）＝2（yi
2－zi

2）

Sheet 2
②行列計算
・行列の積 AT・A の計算。

得られた行列を AAとする。（図1b）
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K, J＝1…4
・行列の積 AT・M の計算。

得られた行列を ANとする。（図1c）
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� � K =1…4

・逆行列 （AT・A）－1 の計算
Excel 関数MINVERSE（AA）を実行する。
得られた行列を AA－1 とする。（図2）

・行列の積 （AT・A）－1・AT・M の計算
Excel 関数MMULT（AA－1，AN）を実行する。

図1b 測定点を処理したエクセルのシート

図1c 測定点を処理したエクセルのシート

図2 行列の計算
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得られた行列を ANX（K） K＝1…4とする。

③固有値・固有ベクトルをもとめる，対角化
・係数行列 GAの固有値・固有ベクトルを求め

る。
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は3次の正方行列で，λ を固有値行列とする
GA・GH = λ
変換行列 GHが存在する。固有値 λ を求める
ため，特性方程式｜λI - GA｜＝0を，

数値計算法（ニュートン法）で解く。ここで I
は単位行列である。詳細は［1］を参照のこと。
（図3a）

・固有値を絶対値の小さいほうから並べて，
Emin，Emid，Emax として，電場勾配の非対称定
数 η を求める。

・それぞれの固有値に対応する固有ベク
（lmin，mmin，nmin），（lmid，mmid，nmid），
（lmax，mmax，nmax）を求めて，変換行列
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図3a 固有値を求めるシート

図3b 固有ベクトルの決定

石 原 秀 太28



を得る。（図3b）
・Excel 関数 TRASPOSE（GH）を実行して，転置

行列 TGHを得る。
・行 列 GAを 対 角 化 す る た め，Excel 関 数
MMULT（TGH, GA）を実行，得られた行列を
TGH・GAとする。

・さらに，MMULT（TGH・GA, GH）を実行する。
非対角要素が1．0×10－10以下であることを確認
する。（図4）

Sheet 3（繰り返しが必要な場合，Sheet4，Sheet
5・・・を追加）
Sheet2で固有値を求めているが，|Emax| が正確

に2．000となっていないので，変換行列 Hを用い
て，座標を変換して Sheet2の作業を繰り返す。
変換行列は次のようになっている。

��

����

����

����

����

����

����

����

����

����

� ����� 24

・24式の変換行列を用いて，⒇式から得られた新
座標に対して，Sheet2の手順を繰り返す。

繰り返し
・行列 GAを対角化して，|Emax| が正確に2．000

となっていること，非対角要素が1．0×10－10以
下であることを確認する。新しい行列 newGH

図4 対角化の確認

図5 変換行列
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表4 計算結果の比較

η ΦZ ΘZ ΦY ΘY ΦX ΘX 標準偏差

Excel2013 0．0343 －4．899 121．56 55．78 128．56 －68．90 54．48 0．0218

Fortran95 0．0343 －4．900 121．57 55．56 128．75 －69．09 54．68 0．0213

図6 電場勾配主軸の決定および標準誤差の計算

図7 零分離曲線（4本の共鳴線の2回対称を示す零分離曲線のみ示している。）
図中の◇は電場勾配の Z主軸方向を示す。

石 原 秀 太30



が得られ，転置行列を newTGHとする。新し
い変換行列 newHは25式の変換行列を oldHと
すると，次のようになる。
newH＝ newTGH・oldH （図5）

Sheet 4（繰り返しがあった場合，Sheet5…）
前のシートで固有値を求め｜Emax｜が正確に
2．000となっているとする。

・測定データ（Θ，Φ）から直交座標に変換する。
・変換行列 newHを用いて主軸座標系に変換す

る。
・主軸系における極座標（Θ*，Φ*）をもとめる。

得られた Φ*を23式に代入して，理論値 Θcal を
求める。

・理論値 Θcal と Θ*との誤差を求め，標準偏差を
計算する。（図6）

こうして，計算精度が見かけ上15桁といわれてい
るエクセルを利用して得られた結果は，Fortran
95for Windows での倍精度計算の結果とほとん
ど誤差はない。（表4）最後に，Zeeman 効果の
解析例を図6に示す。

§Ⅱ 分子軌道法による電場勾配主軸方向
の決定

1．核外電子による電場勾配
電場勾配が原子価 p 軌道によって生じるとす

る扱いに準じる［2］。すなわち，電場勾配主軸系
における X，Y，Z 軸方向の成分 qXX，qYY，qZZ は
次のようにあらわされる。
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ここで，ρX，ρY，ρZ は主軸方向における原子価 px，
py，pz 軌 道（例 え ば81Br や79Br で は4p 原 子 軌
道，127I では5p 軌道にあたる）から生じる電子密
度（数）である。ここで，主軸系において |qZZ| ＞

|qYY| ＞ |qXX| また qXX＋qYY＋qZZ＝0が成り立つ。q0

は原子価 p 軌道に電子が1個存在するときの電
場勾配にあたる。（81Br の場合 e2Qq0／h＝－643．032
MHz，79Br の 場 合 e2Qq0／h＝－769．756MHz，127I
の場合 e2Qq0／h＝22912．712MHz）。η は電場勾配
の非対称定数である。これらの電子密度 ρX，ρY，
ρZ を見積もるために分子軌道法を用いる。

2．分子軌道法の利用
既知の結晶構造から，計算対象となる構造を取

り出す。鎖状構造の化合物では繰り返し単位に注
意し，対象原子が中心付近になるようにまた三次
元的に対称になるように構造を取り出す（この際
原子数はかなり多くなるが，これを1つの分子と
して計算する）。分子軌道法の計算に必要な直交
座標に変換して，全電荷に注意して分子軌道法の
計算を実行する。構造最適化は行わない。分子軌
道法のプログラムにはいろいろあるが，占有分子
軌道を原子価 p 軌道の関数の一次式として表現
するものが必要である。
i 個の占有分子軌道を ����

�

���	��
�� とす
る。ここで，pj（j＝x，y，z）は原子価 p 電子軌道
である。原子価 p 電子による密度行列の対角項
を

�����
�

���
�

���
�� �，非対角項を
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���
� �（j, k = x, y, z）とする。

即 ち，重 な り 積 分 を�����	�	�����お よ び
��
��	�	
������として対角項と非対角項を見
積もる。密度行列は次のような要素を持つことに
なる。
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これを対角化して，固有値 ρX，ρY，ρZ を求める。
これを，25式から28式に代入し，電場勾配の成分
qXX，qYY，qZZ を求める。臭素原子の場合，共鳴周

波数は��

�����

��
��
��

�
� ��	�となる。また，電場
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勾配の主軸系は密度行列を対角化する際の固有ベ
クトルとして方向余弦が得られるので，各共鳴核
位置の電場勾配 Z 主軸の相互角が得られる。一
般に電場勾配の主な起因は原子価 p 電子による
ものであるので，二次的な結合がなければ，電場
勾配 Z 主軸方向はほとんど結合方向に一致す
る。

3．解析例
［C（NH2）3］CdI3の結晶構造から，MercuryVer3．6
［3］を用いて，陰イオンの鎖状構造の一部，［Cd5

I16］6－を図9のように取り出す。量子化学計算パッ
ケージ WinGamess［4］を使い，PM3基底で1
回ほど自己撞着場（1SCF）計算を行い，占有分
子軌道中の5p 軌道の係数を得る。計算支援ツー
ルとして Facio19．1．4［5］を利用した。密度行
列の対角項，非対角項を前述のように求める。密
度行列の対角化は§I ゼーマン効果の場合と同様

である。対角化後の総 p 電子数は対角化前に
WinGamess で計算された総 p 電子数と同じにな
る。対角化の際に得られた固有値ベクトルから，
電場勾配 Z 主軸の相互角が得られる。得られた
相互角を表5に示す。括弧内に結晶構造から求め
られた相互角を示しているが，よく一致してい
る。この結果から，架橋位置にある I3および I3’
原子の電場勾配 Z 主軸は Cd-I3－Cd’ 面または
Cd-I3’－Cd’ 面の垂線方向を向くことがわかる。
関連して，Al2Br6中の架橋 Br 原子の電場勾配 Z
主軸が Al-Br（架橋）－Al’ 面の垂線方向に向いて
いることが，ゼーマン効果の実験から知られてい
る。計算から得られた共鳴周波数は，計算モデル
の総電荷に依存する。

結 論

エクセルを用いた計算の精度は Fortran プログラ
ムの倍精度計算に匹敵する。

表5 分子軌道法から求められた電場勾配 Z主
軸の相互角

（カッコ内は結晶構造から求められた相互角）．

I1 I2 I3

I2 117．62
（117．37）

I3 27．42
（27．25）＃1

144．51
（144．22）＃1

I3’ 91．38
（91．32）＃1

34．78
（34．86）＃1

114．00
（114．04）＃1

＃1 カッコ内は Cd-I3（I3’）－Cd’面の垂直線と I1，
I2，I3の電場勾配 Z 主軸のなす角度

図8 密度行列の計算シート

図9 ［Cd5I16］6－の構造
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