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Abstract: Coupled LC circuits show Rabi oscillations. Rabi oscillations in two-level quantum systems 
are simulated by coupled lumped constant transmission lines. 
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１．は じ め に 

二つのモードが結合すると，モード間で周期的な

エネルギー交換が起きる。このよう現象はありふれ

たものであり，連成振動する二つの振り子や，結合

した LC 共振回路などがよく知られている。量子力
学においても，２準位原子系を共鳴電磁波で駆動す

ると Rabi振動が起きる。 
最近，量子力学における重ね合わせの原理とエン

タングルメントを利用した量子コンピュータの研究

が盛んである(1)。単一の量子系で量子コンピュータ

を構成することは技術的に難しいので，光導波路や

NMRなどを利用した開発が先行している。少なくと
も重ね合わせの原理は，線形な波動現象一般で成立

している原理なので，古典的な系によって量子系を

部分的にシミュレーションすることが可能である。

このシミュレーションによって，エンタングルメン

トを含まない量子現象については再現することが可

能である。 

我々は，量子力学を古典的な線形回路でシミュレ

ーションすることを目指し，まず Rabi振動を LC集
中定数伝送路を結合させて観測した。 

図１(a)のような二つの同じLC共振回路を考える。
もし二つのコイルの間に相互インダクタンス M の

相互誘導があれば，二つの共振回路が結合する。（そ

の場合の等価回路は図１(b)になる。）そのため，一

方の共振回路の電気振動を励起すると，ある周期で

他方の共振回路に完全にエネルギーが移動すること

が知られている。これを量子系の Rabi振動のシミュ
レーションとみなすことが可能である。しかし，共

振回路の Q値が低い場合，減衰があるので，時間的
な振動の変動を観測することは難しい。そこで我々

は等価な空間的な変動に置き換えて観測した。 
二つの伝送線路を結合させると，Rabi振動に類似
した現象が空間的な変動として観測できることが知

られている。二つの光ファイバなどの光導波路を結

合させると，一方の導波路に入れた光が他方に移り，

一定の空間的周期で入れ替わる(2)。またマイクロ波

などの導波路においても，結合によって生じる現象

が詳細に調べられている(3)。 
最近，光ファイバの結合によって量子計算を実現

することが試みられている(4)。これは光学素子を組

み合わせる方法よりもコンパクトで安定した実験が

行えるという利点がある。しかし光がファイバ中に

閉じこめられているために，様々な量子演算を行う

には，ファイバ外の他の光学素子と結合させる必要

がある。またファイバは分布定数導波路であるから，

反射が生じないように注意する必要がある。 
我々は，光のかわりに周波数の低い電気振動を用

いることを考えた。システムのサイズや製作の容易

さを考えると，マイクロ波程度の電磁波が望ましい

が，測定装置類が高価なものになる。低周波の電気

振動を用いると回路は簡単に製作できるが，波長が
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長くなり，システムのサイズが大きくなってしまう。

そこで，分布定数回路ではなく，集中定数回路を用

いることにした。 

集中定数回路を用いることで，低い周波数を用い

ながら小さなサイズの伝送線路で実験を行うことが

できた。 
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Fig.1 Coupled LC resonators 
 

２．量 子 類 似 系 

まず，古典的な波動によって量子力学のシミュレ

ーションが実現できる条件を調べておく。 

波動方程式にある種の近似を行うと，Schrödinger
方程式と同じ形式の方程式が得られることが知られ

ている(5)。したがって量子力学的な現象を古典的な

波動でシミュレーションすることが可能になる。こ

のような系を，量子類似系（quantum-like system）と
言う(6)。 

一般に，３次元空間における波動 Eは，次のよう
な方程式で表される。 
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ここで nは n0のまわりで緩慢に変動する屈折率であ

る。n0は z 方向にのみ緩慢に変動するものとする。
（緩慢というのは，波長に比べて長い空間スケール

で変化するということである。）この解を緩慢変動

複素包絡線 ( )zyx ,,ϕ を用いて表すと，次のようにな

る。 
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そうすると，波動方程式は， 
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この方程式は，波長λをプランク定数，z を時間と
みなすと２次元の Schrödinger 方程式と同じ形式に
なっている。特に波動が電磁波である場合は，光子

の運動量 p=h/λを用いると， 
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と記述することができる。ただし 
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である。 

このように，z軸を時間軸とみなせば，3次元の波
動によって 2次元の量子力学を記述することができ
る。その際，屈折率 nの xy面における変化が２次元
のポテンシャルに相当する。一般に N次元の波動に
よって(N-1)次元の量子力学を記述することができ
る。 
したがってN=1すなわち１次元の波動を用いると，

0 次元の量子力学が記述できる。Rabi 振動は，0 次
元の量子状態 2 個の間で起きる現象であるから，1
次元の波動モードを二つ用いれば記述することがで

きるはずである。 
 

３．分 布 定 数 伝 送 線 路 の 結 合 

三つの平行導線 U，V，W が二つの伝送線路 UW
と VWを構成している場合を考える。Uと Vは単位
長さ当たり(l-m)のインダクタンスを持ち，Wとの間
に単位長さ当たり cのキャパシタンスを持っている
とする。二つの伝送線路は共通の導線Wが単位長さ
当たりmのインダクタンスを持っていることによっ
て結合している。簡単のため UV間のキャパシタン
スと相互インダクタンスは無いものとする。 
伝送線路は座標 z=0 に始まり，z 方向に無限に長
いものとする。z=0 に角振動数ωの交流信号を入力
する。無限に長いと考えたので，z の正の方向に伝
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搬する信号のみを考え，反射波は考えなくてよい。 
U 及び V に流れる交流電流の複素振幅を I(z)及び

J(z)とし，Wを基準とする交流電圧の複素振幅をU(z)，
V(z)とする。これらが満たすべき方程式は次のよう
になる。 
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これらの式から，I(z)，J(z)を消去すると， 
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となる。ここで， 
 

lcω=β                                   (3.3) 

mcω=µ                                  (3.4) 
 
である。 
次に緩慢変動成分を分離するために， 
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と置くと，次のように uと vに関する方程式が得ら
れる。 
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ここで前節で行ったように uと vの変動が緩慢であ

るとして )(2

2
zu

z∂
∂
及び )(2

2
zv

z∂
∂
を無視すると， 
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となる。ここで 
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と置いてやると， 
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となる。 

この方程式は，二準位原子の Rabi振動の方程式 
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と同じ形をしている。ここで a，bは二準位の確率振
幅であり，Ωは Rabi角振動数である。そこで，時間
tを空間座標 z，Ωをχに対応させれば，u，vが z軸
上で空間的に振動することがわかる。すなわち時間

的な Rabi 振動を伝送線路上で包絡線の空間的な振
動として観測することができる。 
空間的 Rabi振動の周期，すなわち波長は，時間的
な Rabi振動の周期が 2π/Ωで与えられるので， 
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となる。ただし， 
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は伝送線路を伝搬する信号の波長であり， 
 

l
m

=κ                                    (3.13) 

 

は二つの伝送線路の結合の大きさを表す無次元のパ

ラメータである。このことから，κが十分に小さけ

れば，言い換えれば m≪lであれば，元の波長よりも
長い空間的 Rabi 振動周期を観測することができる
ことになる。 
波長 1mの高周波信号を用いた場合，空間的 Rabi
振動を観測するためには 1/κ≫1m の伝送線路が必
要になる。逆に 1m 程度の伝送線路で観測するため
には，用いる波長は 1m×κ≪1mとなり，高い周波
数の信号を用いなければならなくなる。光やマイク
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ロ波を用いれば波長は十分に短く，全体も小型にで

きるが，伝送線路として精密な導波路を用意しなけ

ればならない。 

そこで，LC集中定数回路によって伝送線路を構成
することを考えた。この場合は，周波数を低くして

も小型にできる。ただし，連続的に変動する Rabi
振動を離散点で観測することになる。また周波数が

遮断周波数以下であってもインピーダンスが周波数

依存性を持つことになる。したがって複数の周波数

成分を持つ信号を入力すると，一般的にインピーダ

ンス整合条件を満たすことはできなくなる。 

 

４．集 中 定 数 伝 送 線 路 の 結 合 

図２のような LC 集中定数回路を考える。M が 0
の場合は，UWと VWが独立な二つの LC伝送線路
となる。このような回路は，図３のような単位回路

を無限に繰り返したものになっている。単位回路に

左から k=0, 1, 2, 3, …と番号を付す。 
 

L－M

L－M

M
C

C

U

W

V
 

 
Fig.2 Coupled LC transmission lines 
 

k番目の単位回路において，左側の Uの入力ポー
トの電位を kk WU + ，Vの電位を kk WV + ，Wの電位
を kW とする。また U，V，Wに左から流れ込む電流
をそれぞれ kI ， kJ ， kK とする。そうすると，右
側の電位は，U の電位が 11 ++ + kk WU ，V の電位が

11 ++ + kk WV ，Wの電位が 1+kW となる。また U，V，
W から右に流れ出す電流はそれぞれ 1+kI ， 1+kJ ，

1+kK となる。したがって， 
 

( ) kkkkk IMLWUWU −ω−+=+ ++ i11     (4.1a) 

( ) kkkkk JMLWVWV −ω−+=+ ++ i11      (4.1b) 

kkk MKWW ω−=+ i1                        (4.1c) 

11 i ++ ω−= kkk CUII                        (4.1d) 

11 i ++ ω−= kkk CVJJ                        (4.1e) 

( )111 i +++ +ω+= kkkk VUCKK                (4.1d) 

 

となる。これらの関係より Wと Kを消すと， 
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Fig.3 Unit circuit 
 

kkkk MJLIUU ω−ω−=+ ii1                 (4.2a) 

kkkk MILJVV ω−ω−=+ ii1                  (4.2b) 

11 i ++ ω−= kkk CUII                       (4.2c) 

11 i ++ ω−= kkk CVJJ                       (4.2d) 

 

となる。さらに式(4.2c)と(4.2d)の中にある(k+1)
番目の電位を k番目の電位で置き換えれば， 
 

kkkk MJLIUU ω−ω−=+ ii1                  (4.3a) 

kkkk MILJVV ω−ω−=+ ii1                  (4.3b) 

( ) kkkk MCJCUILCI 22
1 1 ω−ω−ω−=+ i    (4.3c) 

( ) kkkk MCICVJLCJ 22
1 1 ω−ω−ω−=+ i    (4.3d) 

 

となる。 

 

５．一 般 解  

この連立方程式は，(k+1)番目の電位と電流が全て
k 番目の電位と電流で与えられているので，初期条
件を与えれば解くことができる。しかし，たとえば

0 番目の電位を与えれば 0 番目の電流は決まるはず

であるから，電位と電流を独立に与えることはでき

ない。したがって初期条件を決めるためには，結局，

全段について整合性を持った解を探さなければなら

ないことになる。そのためには，まず入力インピー

ダンスを求め，それを用いて入力電流を決定すれば

よい。 

図２の回路は，Uの線路と Vの線路が結合した線
形回路であるから，Uと Vに関して対称な解と反対
称な解を求めれば，一般の解は対称解と反対称解の

重ね合わせで表すことができる。そこで，対称解と

反対称解を求めることにする。 

対称解とは， 

 

kk UV =                                 (5.1a) 

kk IJ =                                 (5.1b) 
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となる解である。この条件を付加すると，解くべき

漸化式は Vの電流と電圧が消去できて， 
 

( ) kkk IMLUU +ω−=+ i1                 (5.2a) 

( )( ) kkk CUICMLI ω−+ω−=+ i2
1 1        (5.2b) 

 

となる。これは２変数の漸化式であって，簡単に解

くことができる。 

しかし，この方程式は，図４のようなインダクタ

ンス(L+M)とキャパシタンス Cによって構成した一
つの伝送線路の場合と等価になっている。この場合

の入力インピーダンスは， 
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42

22 ML
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+
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+ω
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となることが知られている。 

同様に，反対称解は， 

 

kk UV −=                                (5.4a) 

kk IJ −=                                (5.4b) 
 

となる解である。この条件を付加すると，解くべき

漸化式は Vの電流と電圧が消去できて， 
 

( ) kkk IMLUU −ω−=+ i1                 (5.5a) 

( )( ) kkk CUICMLI ω−−ω−=+ i2
1 1        (5.5b) 

 

となる。 

この方程式は，図４のようなインダクタンス

(L-M)とキャパシタンス C によって構成した一つの
伝送線路の場合と等価になっている。したがってこ

の場合の入力インピーダンスは， 
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−
+

−ω
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となる。 
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Fig.4 Equivalent transmission line 
 
 

以上のことから対称解と反対称解の入力インピー

ダンスは， 

 

( )±± θ
±

= iexpC
MLZ                     (5.7) 

 

と表すことができる。ただし， 
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( ) ( )224 MLC

ML
ML

±ω−
±

±ω
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である。対称解と反対称解の遮断周波数は， 

 

( )CML ±
=ω±

2
                        (5.9) 

 

で与えられる。 

図４のような伝送線路では，各段の電位が次式で

与えられる。 

 

( ) ±±± α−= 0UkUk iexp                    (5.10) 

 

ただし， 
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である。ここで， 

 

LCn ω=                              (5.12) 

 

は周波数を規格化した無次元のパラメータで 0 から

2の間の値を取り， 

 

L
M

=κ                                 (5.13) 

 

は結合の強さを表す無次元のパラメータで 0と 1 の

間の値を取る。 

対称解及び反対称解の場合のVの線路の各段の電
位は， 

 

( ) ±±± α−±= 0UkVk iexp                   (5.14) 

 

となる。 

式(5.10)と(5.14)は，対称解と反対称解に対して

異なる位相シフトを与えている。これは，量子力学

において，固有状態に対してユニタリ変換が位相シ

フトを与えることと同じである。 
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以上で対称解と反対称解の各段の電位が得られた。

電流は電位から求めることができる。 

対称でも反対称でもない一般的な条件の解は，対

称解と反対称解を組み合わせれば得られる。初段の

電位が 0U と 0V の場合，初段の電位が ( ) 200 /VU + の

対称解と ( ) 200 /VU − の反対称解を同時に入力すれ

ば得られる。線形回路では，対称解と反対称解は独

立に伝搬するので，各段の電位は，対称解と反対称

解を加算すればよい。 

 

６．Rabi 振 動 解  

Rabi振動，すなわち一方の伝送線路から入力した
波動が結合している二つの伝送線路を交互に伝搬す

る現象を観測する場合，初期条件は， 

 

00 ≠U                                  (6.1a) 

00 =V                                  (6.1b) 

 

としてやればよい。これは Uの線路に波動を入力す
ることに相当する。この条件を満たすためには，初

期値が 20 /U の対称解と反対称解を重ねればよい。 

そうすると，各段の電位は， 

 

( ) ( )( )−+ α−+α−= kkUUk iexpiexp02
1

    (6.2a) 

( ) ( )( )−+ α−−α−= kkUVk iexpiexp02
1

     (6.2b) 

 

となる。 

伝送線路上の強度分布は， 

 

( )( )α∆+= kUUk cos12
1 2

0
2

              (6.3a) 

( )( )α∆−= kUVk cos12
1 2

0
2

              (6.3b) 

 

となる。ただし， 

 

−+ α−α=α∆                           (6.4) 

 

である。 

強度分布の式は空間的な振動を表しており，k を
時間軸上のサンプリング点だとみなせば，まさに

Rabi振動と同じになっていることがわかる。その振
動の空間的周期は 

 

α∆
π

=
2N                                (6.5) 

 

となる。すなわち，空間的な強度の振動は，N 段ご
とに繰り返す。Nを無次元パラメータの nとκで表
すと 
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となる。 

 

７．実 験  

以上の理論を実証するために実験を行った。 

インダクタ(L-M)及び Mとして同じ 100μH のコ
イル（Q値は 100程度）を用いた。したがって Lは
200μHということになる。コイルのインダクタンス
は 10％可変であり，インピーダンスメータによって
1％以内の精度で 100μH になるように調節した。キ
ャパシタンス Cとしては，10nF（精度 2％）のポリ
プロピレンコンデンサの中から誤差 1％以内のコン
デンサを選択して用いた。遮断周波数は 225kHz に
なるので，n=1になる周波数は，その半分の 113kHz
である。113kHzで振幅 0.25Vの高周波信号を UW間
に入力し，VW間は短絡して 0Vとした。 
回路の段数は 26段とした。最終段にはダミーとし
て対称解と反対称解の双方に対して同じインピーダ

ンスを持つ終端回路を接続した。 
集中定数伝送線路の場合，分布定数伝送線路と異

なってインピーダンスは純粋な抵抗とはならない。

そこで図５のような終端回路を考える。 
この終端回路は，対称解と反対称解に対して，そ

れぞれ 
 

21 ZZZ ±=±                             (7.1) 
 
というインピーダンスを持つ。これは， 
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に等しいときに一般解に対して整合条件を満たす。

したがって L=2M，n=1の場合， 
 

C
MMZZ 8

7
221 +ω=− i                 (7.3) 

 
となる。また 
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C
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2
1
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となる。 

 
Fig.5 Termination 
 
実験で用いた条件では， 

 
Ω+µ×ω=− 5.93H50i21 ZZ                 (7.5) 

Ω+µ×ω= 7.21H50i2Z                     (7.6) 
 
となる。そこで，Uと Vの側に 50μH のコイル（M
に用いたコイルを２個並列に接続）と 93.5Ωの抵抗
（半固定抵抗）を直列につなぎ，Wの側は 50μHの
コイルと 21.7Ωの抵抗を直列につないだ。 
各段の信号強度は，交流電圧計で実効値を測定

し，その結果を自乗して求めた。 
 

８．結 果 及 び 解 析 

図６に測定結果を示す。○が U 側の k=1 から 26
までの信号強度であり，●が Vの信号強度を表して
いる。図の曲線は次の理論曲線を Nとγをパラメー
タとして最小自乗法でフィッティングしたものであ

る。 
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フィッティングの結果， 

 

5.10=N                                  (8.2) 

301 =γ−                                  (8.3) 

 

という値が得られた。フィッティングした曲線に指

数関数的な減衰因子を入れたのは，図７に示すよう

に，伝送線路を信号が伝搬する際に減衰が起きてい

るためである。 
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Fig.6 Observation of Rabi Oscillation 
 

図７は，規格化された全信号強度を 

 

2
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22
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VUP kk

+

+
=                          (8.4) 

 

として計算したものであり，これを 

 

( )kP γ−= exp                              (8.5) 

 

という指数関数的減衰でフィッティングしたもので

ある。その結果γ-1=30 という値が得られた。図７の

直線はフィッティングした結果を表している。 

この減衰を取り除いて，Rabi 振動だけを調べるた

めに， 

 

22

2

kk

k
U

VU
U

P
+

=                        (8.6a) 

22

2

kk

k
V

VU
V

P
+

=                         (8.6b) 

 

をプロットしたのが図８である。 

図８において，曲線は 

Z1-Z2 

Z1-Z2 

Z2 

U

V

W 
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Fig.7 Decay of the Signal Intensity 
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Fig.8 Osicillations of Relative Intensities 
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をフィッティングしたものである。フィッティング

の結果，N＝10.5 となったが，これは式（6.6）に 
n=1，κ=M/L=0.5 を代入して得られる値 
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と良く一致している。 
以上のように，実験結果は減衰があることをのぞ

いて理論と良く一致している。 

 

９．お わ り に 

古典的な波動の包絡線によって量子力学がシミュ

レートできる理由を考察してみたい。 

 

(a)

(b)

 
 
Fig.9 Quantum wave function and modulated carrier 
wave 
 

 

図９(a)に示すように，量子力学の波動関数は複素

数であり，各点でその大きさと位相が定まる。（円

の中の矢印が各点での位相情報を表す。）それに対

して古典的波動，たとえば電気振動の波動は，実数

であり，計算の便宜上複素数を用いているに過ぎな

い。しかし，図９(b)に示すように，搬送波が変調さ

れているような波形を考えると，搬送波の周期に比

べて長いスケールで考える限り，実数の包絡線と搬

送波の位相の両方を分離して記述することができる。 
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古典的波動そのものは実数であり，複素数のよう

に大きさと位相という二つの情報を記述することは

できない。しかし，搬送波とその緩慢に変動する包

絡線に分けることによって，大きさを包絡線で，位

相を搬送波の位相で記述することができる。もし包

絡線の変動の周期が搬送波の振動の周期と同程度に

なると，もはや位相は定義できない。位相は，振幅

（包絡線）が一定で単振動とみなせる場合に定義さ

れるからである。 

量子力学における１粒子の Schrödinger 方程式が
古典的な波動の空間的変動によってシミュレーショ

ンすることができることを利用し，LC集中定数伝送
線路によって２準位量子系でよく知られた Rabi 振
動の現象を再現することができた。回路素子の揺ら

ぎの効果（横緩和）やエネルギー散逸の効果（縦緩

和）などはまだ理論的に解析していないので，今後

の課題である。また，Rabi振動以外の２準位系の現
象についても，このような伝送線路で再現すること

ができるかどうか検討したい。さらにここで用いた

ような集中定数回路によってユニタリ変換をシミュ

レーションできれば，量子コンピュータなどのシミ

ュレーションにも応用できるであろう。 
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